
ǂǰǝǫǹǪǟǚ ǮǪǯ ƿǨǝǧǯǮǥǦǪǷ ǍǫǪǟǫǘǹǹǝǮǪǬ Ǧǝǥ ǮǳǨ
ǂǟǱǡǥǫǥǠǛǳǨ ǭǮǣ ǉǙǭǣ ǂǦüǝǛǠǡǯǭǣ

ǏǳǮǚǫǣǬ ǈǪǴǢǥǘǬ

ǅǡǭǭǝǧǪǨǛǦǣq w~ ƿüǫǥǧǛǪǯ wuwx

v t zx



ǍǛǨǝǦǝǬ ǍǡǫǥǡǱǪǹǙǨǳǨ
v ƿǨǝǧǯǮǥǦǶ ǍǫǶǟǫǝǹǹǝ r ǇǷüǫǪǬ

ǂǥǭǝǟǳǟǚ
ǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ƿǫǥǤǹǪǛ r ǍǡǫǥǡǱǶǹǡǨǝ
ǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ƿǫǥǤǹǪǛ r Ǖǂǂ
ǍǝǫǘǠǡǥǟǹǝ ǂǰǝǫǹǪǟǚǬ Ǖǂǂ

w ƿǨǝǧǯǮǥǦǶ ǍǫǶǟǫǝǹǹǝ r ǇǷüǫǪǬ º· ǂǧǧǘǠǝ
ǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ƿǫǥǤǹǪǛ r Ǖǂ

x ǕǥǝǹǪǫǰǳǮǥǦǚ ƿǩǥǪǧǶǟǣǭǣ
ǂǥǭǝǟǳǟǚ
ǕǥǝǠǥǦǝǭǮǥǦǚ ǂüǘǫǦǡǥǝ
ǂǨǨǪǥǪǧǪǟǥǦǚ ǇǝǮǝǨǶǣǭǣ
ǉǝǤǣǹǝǮǥǦǶǬ ǏǯǧǧǪǟǥǭǹǶǬ
Ƹǫǟǝ ǕǥǝǹǪǫǰǳǮǥǦǚ ƿǩǥǪǧǶǟǣǭǣǬ

y ǐǡǱǨǪǧǪǟǛǝ
ǑüǘǫǱǪǯǭǝ ǇǝǮǘǭǮǝǭǣ
ǉǡǧǧǪǨǮǥǦǘ ǏǱǙǠǥǝ

z ǂǫǳǮǚǭǡǥǬ
w t zx



ǍǛǨǝǦǝǬ ǍǡǫǥǡǱǪǹǙǨǳǨ

v ƿǨǝǧǯǮǥǦǶ ǍǫǶǟǫǝǹǹǝ r ǇǷüǫǪǬ
ǂǥǭǝǟǳǟǚ
ǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ƿǫǥǤǹǪǛ r ǍǡǫǥǡǱǶǹǡǨǝ
ǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ƿǫǥǤǹǪǛ r Ǖǂǂ
ǍǝǫǘǠǡǥǟǹǝ ǂǰǝǫǹǪǟǚǬ Ǖǂǂ

w ƿǨǝǧǯǮǥǦǶ ǍǫǶǟǫǝǹǹǝ r ǇǷüǫǪǬ º· ǂǧǧǘǠǝ

x ǕǥǝǹǪǫǰǳǮǥǦǚ ƿǩǥǪǧǶǟǣǭǣ

y ǐǡǱǨǪǧǪǟǛǝ

z ǂǫǳǮǚǭǡǥǬ

x t zx



ǂǥǭǝǟǳǟǚ

ǏǮǣǨ ǯüǪǡǨǶǮǣǮǝ ǝǯǮǚ ǮǣǬ üǝǫǪǯǭǛǝǭǣǬ
Ǥǝ ǝǭǱǪǧǣǤǪǷǹǡ ǹǡ ǮǪǯǬ ǠǡǛǦǮǡǬ ǡüǥǮǯǱǛǝǬ
Ǧǝǥ ǠǡǛǦǮǡǬ ǡüǘǫǦǡǥǝǬ üǪǯ ǝǰǪǫǪǷǨ ǮǣǨ
ǡǨǶǮǣǮǝ ĊǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ǝǫǥǤǹǪǛċs

Ǆ ǭǯǟǦǡǦǫǥǹǙǨǣ ǡǨǶǮǣǮǝ ǡǛǨǝǥ ǣ üǫǸǮǣ
üǪǯ ǠǥǠǘǭǦǡǮǝǥ ǭǮǣǨ ƿƳ Ǯǘǩǣ ǈǯǦǡǛǪǯ
ǍǫǪǭǝǨǝǮǪǧǥǭǹǪǷs

¬¸¸´·�tt¥¶§¬©­¥s±³©§s«³ºs§½t·±tw{}t¥£°½¯£
±¥¸¬­±¥¸­¯¥£´¶³·£vs´¨ª

y t zx



ǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ƿǫǥǤǹǪǛ r ǍǡǫǥǡǱǶǹǡǨǝ

Ǆ ǙǨǨǪǥǝ ǮǣǬ ǨǥǪǭǮǚǬ ǫǛǢǝǬ
ǆǠǥǶǮǣǮǡǬ ǨǥǪǭǮǚǬ ǫǛǢǝǬ
ǕǯǨǘǹǡǥǬ ǹǡ ǫǣǮǶ ǡǦǤǙǮǣ
ǉǡǮǝǮǫǪüǚ ǘǫǫǣǮǪǯ
üǝǫǪǨǪǹǝǭǮǚ ǭǡ ǫǣǮǶ
ǆǠǥǶǮǣǮǡǬ ǠǥǘǮǝǩǣǬ

ǂǨǠǡǥǦǮǥǦǙǬ üǡǫǛǪǠǪǥ ǠǥǠǝǭǦǝǧǛǝǬ� vz

z t zx



ǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ƿǫǥǤǹǪǛ r Ǖǂǂ

¬¸¸´·�tt±¥¸¬±s·§¬³³°·s¥§s§½t­²¨©¼s´¬´t©°t±¥¸¬­±¥¸­¯¥t¥²¥°½¸­¯³r´¶³«¶¥±±¥
{tzx



ǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ƿǫǥǤǹǪǛ r Ǖǂǂ

|tzx



ǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ƿǫǥǤǹǪǛ r Ǖǂǂ

}tzx



ǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ƿǫǥǤǹǪǛ r Ǖǂǂ

~tzx



ǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ƿǫǥǤǹǪǛ r Ǖǂǂ

vu t zx



ǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ƿǫǥǤǹǪǛ r Ǖǂǂ

vv t zx



ǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ƿǫǥǤǹǪǛ r Ǖǂǂ

vw t zx



ǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ƿǫǥǤǹǪǛ r Ǖǂǂ

vx t zx



ǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ƿǫǥǤǹǪǛ r Ǖǂǂ

vy t zx



ǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ƿǫǥǤǹǪǛ r Ǖǂǂ

vz t zx



ǍǝǫǘǠǡǥǟǹǝ r ǕǯǨǘǹǡǥǬ ǹǡ ǎǣǮǶ ǂǦǤǙǮǣ

ǆǲÎÅÌ ǌǫǛǢǪǯǨ ǠǯǨǘǹǡǥǬ ǹǡ ǫǣǮǶ
ǡǦǤǙǮǣ Ǧǝǥ üǝǫǥǭǮǘǨǪǯǨ ǠǷǨǝǹǣ ǹǡ
ǡǦǤǙǮǣ ǫǣǮǶ ǝǫǥǤǹǶ ǳǬ ǫǛǢǝ Ǧǝǥ
ǝǨǮǛǭǮǫǪǰǝs

ǆǲÎÅÈÈ ǂǦǮǡǧǪǷǨ üǫǘǩǡǥǬ ǫǥǢǸǨ Ǧǝǥ
ǯüǪǧǪǟǛǢǪǯǨ ǮǣǨ Ǯǥǹǚ ǝǫǥǤǹǣǮǥǦǸǨ
üǝǫǝǭǮǘǭǡǳǨs

ǆǲÎÅÈÉ ǑüǪǧǪǟǛǢǪǯǨ ǮǣǨ ǝǫǥǤǹǣǮǥǦǚ
Ǯǥǹǚ ǝǧǟǡǞǫǥǦǸǨ üǝǫǝǭǮǘǭǡǳǨs

ǆǲÎÅÈË ǂǰǝǫǹǶǢǪǯǨ ǮǥǬ ǥǠǥǶǮǣǮǡǬ ǮǣǬ
ǨǥǪǭǮǚǬ ǫǛǢǝǬ üǫǝǟǹǝǮǥǦǪǷ ǝǫǥǤǹǪǷ Ǧǝǥ
ǠǯǨǘǹǡǳǨ ǹǡ ǫǣǮǶ ǡǦǤǙǮǣ ǭǮǣǨ ǡüǛǧǯǭǣ
üǫǪǞǧǣǹǘǮǳǨs

ǆǲÎÅÈÍ ǂüǥǧǷǪǯǨ ǘǫǫǣǮǡǬq ǡǦǤǡǮǥǦǙǬ
Ǧǝǥ ǧǪǟǝǫǥǤǹǥǦǙǬ ǡǩǥǭǸǭǡǥǬs

v{ t zx



ǍǝǫǘǠǡǥǟǹǝ r ǕǯǨǘǹǡǥǬ ǹǡ ǎǣǮǶ ǂǦǤǙǮǣ

v| t zx



ǍǝǫǘǠǡǥǟǹǝ r ǕǯǨǘǹǡǥǬ ǹǡ ǎǣǮǶ ǂǦǤǙǮǣ

v} t zx



ǍǛǨǝǦǝǬ ǍǡǫǥǡǱǪǹǙǨǳǨ

v ƿǨǝǧǯǮǥǦǶ ǍǫǶǟǫǝǹǹǝ r ǇǷüǫǪǬ

w ƿǨǝǧǯǮǥǦǶ ǍǫǶǟǫǝǹǹǝ r ǇǷüǫǪǬ º· ǂǧǧǘǠǝ
ǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ƿǫǥǤǹǪǛ r Ǖǂ

x ǕǥǝǹǪǫǰǳǮǥǦǚ ƿǩǥǪǧǶǟǣǭǣ

y ǐǡǱǨǪǧǪǟǛǝ

z ǂǫǳǮǚǭǡǥǬ

v~ t zx



ǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ƿǫǥǤǹǪǛ r Ǖǂ

wu t zx



ǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ƿǫǥǤǹǪǛ r Ǖǂ
ǆǲÎÅÉ ǌǫǛǢǪǯǨ ǮǣǨ ǙǨǨǪǥǝ ǮǣǬ
ǨǥǪǭǮǚǬ ǫǛǢǝǬ ǡǨǶǬ ǝǫǥǤǹǪǷ a Ǧǝǥ
ǝüǪǠǡǥǦǨǷǪǯǨ ǮǥǬ ǥǠǥǶǮǣǮǡǬ ǫǥǢǸǨq
ǶǮǝǨ ν ∈ Nq a ∈ R+s

ǆǲÅǕÅÈÇÅÎÅ ǌǫǛǢǪǯǨ Ǯǣ ν−ǪǭǮǚ
ǫǛǢǝ ǡǨǶǬ ǹǣ ǝǫǨǣǮǥǦǪǷ ǝǫǥǤǹǪǷ a
ǳǬ Ǯǣ ǹǪǨǝǠǥǦǚ ǹǣ ǝǫǨǣǮǥǦǚ ǧǷǭǣ
ǮǣǬ ǡǩǛǭǳǭǣǬ xν = a Ǧǝǥ
ǝüǪǠǡǥǦǨǷǪǯǨ ǮǥǬ ǞǝǭǥǦǙǬ
ǥǠǥǶǮǣǮǡǬ mǟǥǨǶǹǡǨǪ Ǧǝǥ üǣǧǛǦǪ
ǫǥǢǸǨns

ǆǲÎÅÌ ǌǫǛǢǪǯǨ ǠǯǨǘǹǡǥǬ ǹǡ ǫǣǮǶ
ǡǦǤǙǮǣ Ǧǝǥ üǝǫǥǭǮǘǨǪǯǨ ǠǷǨǝǹǣ
ǹǡ ǡǦǤǙǮǣ ǫǣǮǶ ǝǫǥǤǹǶ ǳǬ ǫǛǢǝ
Ǧǝǥ ǝǨǮǛǭǮǫǪǰǝs

ǆǲÅǕÅÈÇÅÏÅ ǌǫǛǢǪǯǨ ǠǯǨǘǹǡǥǬ ǹǡ
ǫǣǮǶ ǡǦǤǙǮǣ Ǧǝǥ ǠǥǡǫǡǯǨǪǷǨ ǮǥǬ
ǥǠǥǶǮǣǮǙǬ ǮǪǯǬs

ǆǲÎÅÑ ǉǡǮǝǭǱǣǹǝǮǛǢǪǯǨ
ǝǫǥǤǹǣǮǥǦǙǬ üǝǫǝǭǮǘǭǡǥǬ ǹǡ
ǘǫǫǣǮǪ üǝǫǪǨǪǹǝǭǮǚ ǭǡ
ǥǭǪǠǷǨǝǹǡǬ üǝǫǝǭǮǘǭǡǥǬ ǹǡ ǫǣǮǶ
üǝǫǪǨǪǹǝǭǮǚs

ǆǮÅǕÅÈÇÅÉÅ ǓǫǣǭǥǹǪüǪǥǪǷǨ ǮǥǬ
ǮǝǯǮǶǮǣǮǡǬ ǭǡ ǭǯǨǠǯǝǭǹǶ ǹǡ ǮǥǬ
ǥǠǥǶǮǣǮǡǬ ǮǳǨ ν−ǪǭǮǸǨ ǫǥǢǸǨ Ǧǝǥ
ǟǡǨǥǦǶǮǡǫǝ ǮǳǨ ǠǯǨǘǹǡǳǨ ǹǡ ǫǣǮǶ
ǡǦǤǙǮǣ ǭǮǪǨ ǹǡǮǝǭǱǣǹǝǮǥǭǹǶ
ǝǧǟǡǞǫǥǦǸǨ üǝǫǝǭǮǘǭǡǳǨs

wv t zx



ǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ƿǫǥǤǹǪǛ r Ǖǂ
ǆǲÎÅÈÈ ǂǦǮǡǧǪǷǨ üǫǘǩǡǥǬ ǫǥǢǸǨ
Ǧǝǥ ǯüǪǧǪǟǛǢǪǯǨ ǮǣǨ Ǯǥǹǚ
ǝǫǥǤǹǣǮǥǦǸǨ üǝǫǝǭǮǘǭǡǳǨs

ǆǲÅǕÅÈÇÅÐÅ ǓǫǣǭǥǹǪüǪǥǪǷǨ ǮǪǨ
ǪǫǥǭǹǶ Ǧǝǥ ǮǥǬ ǥǠǥǶǮǣǮǡǬ ǮǳǨ
ǨrǪǭǮǸǨ ǫǥǢǸǨ Ǧǝǥ ǟǡǨǥǦǶǮǡǫǝ ǮǳǨ
ǠǯǨǘǹǡǳǨ ǹǡ ǫǣǮǶ ǡǦǤǙǮǣ ǭǮǪǨ
ǯüǪǧǪǟǥǭǹǶ ǮǣǬ ǮǥǹǚǬ
ǝǫǥǤǹǣǮǥǦǸǨ üǝǫǝǭǮǘǭǡǳǨs

ǆǲÎÅÈÉ ǑüǪǧǪǟǛǢǪǯǨ ǮǣǨ
ǝǫǥǤǹǣǮǥǦǚ Ǯǥǹǚ ǝǧǟǡǞǫǥǦǸǨ
üǝǫǝǭǮǘǭǡǳǨs

ǆǲÅǕÅÈÇÅÐÅ ǓǫǣǭǥǹǪüǪǥǪǷǨ ǮǪǨ
ǪǫǥǭǹǶ Ǧǝǥ ǮǥǬ ǥǠǥǶǮǣǮǡǬ ǮǳǨ
ǨrǪǭǮǸǨ ǫǥǢǸǨ Ǧǝǥ ǟǡǨǥǦǶǮǡǫǝ ǮǳǨ
ǠǯǨǘǹǡǳǨ ǹǡ ǫǣǮǶ ǡǦǤǙǮǣ ǭǮǪǨ
ǯüǪǧǪǟǥǭǹǶ ǮǣǬ ǮǥǹǚǬ
ǝǫǥǤǹǣǮǥǦǸǨ üǝǫǝǭǮǘǭǡǳǨs

ǆǲÎÅÈË ǂǰǝǫǹǶǢǪǯǨ ǮǥǬ ǥǠǥǶǮǣǮǡǬ
ǮǣǬ ǨǥǪǭǮǚǬ ǫǛǢǝǬ üǫǝǟǹǝǮǥǦǪǷ
ǝǫǥǤǹǪǷ Ǧǝǥ ǠǯǨǘǹǡǳǨ ǹǡ ǫǣǮǶ
ǡǦǤǙǮǣ ǭǮǣǨ ǡüǛǧǯǭǣ
üǫǪǞǧǣǹǘǮǳǨs

ww t zx



ǍǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ƿǫǥǤǹǪǛ r Ǖǂ
ǆǲÎÅÈÍ ǂüǥǧǷǪǯǨ ǘǫǫǣǮǡǬq
ǡǦǤǡǮǥǦǙǬ Ǧǝǥ ǧǪǟǝǫǥǤǹǥǦǙǬ
ǡǩǥǭǸǭǡǥǬs

ǆǮÅǗǸÅÈÇÅÌÅ ǂüǥǧǷǪǯǨ ǡǩǥǭǸǭǡǥǬ
ǮǣǬ ǹǪǫǰǚǬ xν = as

ǆǲÍÅÈÌ ƿǨǝǟǨǳǫǛǢǪǯǨ ǮǥǬ
ǥǠǥǶǮǣǮǡǬ ǮǳǨ üǫǘǩǡǳǨ ǮǣǬ
üǫǶǭǤǡǭǣǬ Ǧǝǥ ǮǪǯ
üǪǧǧǝüǧǝǭǥǝǭǹǪǷ Ǧǝǥ ǮǣǬ ǭǱǙǭǣǬ
ǠǥǘǮǝǩǣǬ ǭǮǪ ǭǷǨǪǧǪ ǮǳǨ
üǫǝǟǹǝǮǥǦǸǨ ǝǫǥǤǹǸǨ
mǝǨǮǥǹǡǮǝǤǡǮǥǦǚq üǫǪǭǡǮǝǥǫǥǭǮǥǦǚq
ǡüǥǹǡǫǥǭǮǥǦǚ ǥǠǥǶǮǣǮǝ ǮǪǯ
üǪǧǧǝüǧǝǭǥǝǭǹǪǷ ǳǬ üǫǪǬ ǮǣǨ
üǫǶǭǤǡǭǣq ǭǯǹǹǡǮǫǥǦǘ ǭǮǪǥǱǡǛǝ
ǭǡ ǹǛǝ üǫǘǩǣq ǪǯǠǙǮǡǫǪ ǭǮǪǥǱǡǛǪ
ǭǡ ǹǥǝ üǫǘǩǣn Ǧǝǥ ǠǥǡǫǡǯǨǪǷǨ
ǦǝǮǘ üǶǭǪ ǹǥǝ üǫǘǩǣ ǡǛǨǝǥ
ǦǧǡǥǭǮǚ ǭǮǪ ǭǷǨǪǧǪ üǪǯ ǪǫǛǢǡǮǝǥs

ǆǮÅǗǸÅÈÇÅÉÅ ǕǥǡǫǡǯǨǪǷǨ ǮǥǬ
ǥǠǥǶǮǣǮǡǬ üǪǯ ǭǯǨǠǙǪǯǨ Ǯǣ
ǠǥǘǮǝǩǣ ǹǡ ǮǥǬ üǫǘǩǡǥǬ Ǧǝǥ
ǝüǪǠǡǥǦǨǷǪǯǨ ǝǨǥǭǪǮǥǦǙǬ ǭǱǙǭǡǥǬs

wx t zx



ǍǛǨǝǦǝǬ ǍǡǫǥǡǱǪǹǙǨǳǨ

v ƿǨǝǧǯǮǥǦǶ ǍǫǶǟǫǝǹǹǝ r ǇǷüǫǪǬ

w ƿǨǝǧǯǮǥǦǶ ǍǫǶǟǫǝǹǹǝ r ǇǷüǫǪǬ º· ǂǧǧǘǠǝ

x ǕǥǝǹǪǫǰǳǮǥǦǚ ƿǩǥǪǧǶǟǣǭǣ
ǂǥǭǝǟǳǟǚ
ǕǥǝǠǥǦǝǭǮǥǦǚ ǂüǘǫǦǡǥǝ
ǂǨǨǪǥǪǧǪǟǥǦǚ ǇǝǮǝǨǶǣǭǣ
ǉǝǤǣǹǝǮǥǦǶǬ ǏǯǧǧǪǟǥǭǹǶǬ
Ƹǫǟǝ ǕǥǝǹǪǫǰǳǮǥǦǚ ƿǩǥǪǧǶǟǣǭǣǬ

y ǐǡǱǨǪǧǪǟǛǝ

z ǂǫǳǮǚǭǡǥǬ

wy t zx



ǂǥǭǝǟǳǟǚ
Ǆ ǠǥǝǹǪǫǰǳǮǥǦǚ ǝǩǥǪǧǶǟǣǭǣ ǡǛǨǝǥ ǣ ǠǥǝǠǥǦǝǭǛǝ üǪǯ Ǳǫǣr
ǭǥǹǪüǪǥǡǛǮǝǥ ǝüǶ ǮǪǨ ǡǦüǝǥǠǡǯǮǥǦǶ Ǧǝǥ ǮǪǯǬ ǹǝǤǣǮǙǬ ǹǡ
ǭǮǶǱǪ Ǯǣ ǞǡǧǮǛǳǭǣ ǮǳǨ ǹǝǤǣǭǥǝǦǸǨ ǝüǪǮǡǧǡǭǹǘǮǳǨq ǹǙǭǳ
ǮǣǬ ǝǨǝǮǫǪǰǪǠǶǮǣǭǣǬ ǮǪǯ ǹǝǤǣǮǚ Ǧǝǥ ǮǪǯ ǡǦüǝǥǠǡǯǮǥǦǪǷs
ƿǨ Ǧǝǥ ǭǮǣ ǞǥǞǧǥǪǟǫǝǰǛǝ ǯüǘǫǱǪǯǨ ǝǫǦǡǮǪǛ ǪǫǥǭǹǪǛ ǟǥǝ Ǯǣ
ǠǥǝǹǪǫǰǳǮǥǦǚ ǝǩǥǪǧǶǟǣǭǣq ǣ ǝǨǝǮǫǪǰǪǠǶǮǣǭǣ ǮǳǨ ǡǦüǝǥr
ǠǡǯǮǥǦǸǨ Ǧǝǥ ǮǳǨ ǹǝǤǣǮǸǨ ǝüǪǮǡǧǡǛ ǮǪ ǝǠǥǝǹǰǥǭǞǚǮǣǮǪ
Ǧǝǥ ǝǹǡǮǘǞǧǣǮǪ ǭǮǪǥǱǡǛǪ Ǧǝǥ ǱǝǫǝǦǮǣǫǥǭǮǥǦǶ ǮǣǬ ǠǥǝǹǪǫr
ǰǳǮǥǦǚǬ ǝǩǥǪǧǶǟǣǭǣǬs ǉǙǭǳ ǮǣǬ ǝǨǝǮǫǪǰǪǠǶǮǣǭǣǬq Ǫǥ ǹǝr
ǤǣǮǙǬ ǟǨǳǫǛǢǪǯǨ Ǯǥ ǙǱǪǯǨ ǡüǥǮǷǱǡǥ Ǧǝǥ Ǯǥ ǶǱǥq Ǧǝǥ üǸǬ Ǧǝǥ
üǪǷ üǫǙüǡǥ Ǩǝ ǡüǥǦǡǨǮǫǸǭǪǯǨ ǮǥǬ üǫǪǭüǘǤǡǥǙǬ ǮǪǯǬs ǌǥ
ǡǦüǝǥǠǡǯǮǥǦǪǛ ǡǧǙǟǱǪǯǨ ǮǣǨ üǪǥǶǮǣǮǝ Ǧǝǥ ǮǣǨ ǝüǪǮǡǧǡr
ǭǹǝǮǥǦǶǮǣǮǝ ǮǣǬ ǠǥǠǝǭǦǝǧǛǝǬ ǮǪǯǬ Ǧǝǥ üǫǪǟǫǝǹǹǝǮǛǢǪǯǨ
Ǯǝ ǡüǶǹǡǨǝ ǞǚǹǝǮǘ ǮǪǯǬs ǐǝǯǮǶǱǫǪǨǝq Ǯǝ ǭǮǪǥǱǡǛǝ üǪǯ
ǭǯǧǧǙǟǪǨǮǝǥ ǝüǶ Ǯǣ ǭǯǭǮǣǹǝǮǥǦǚ ǠǥǝǹǪǫǰǳǮǥǦǚ ǝǩǥǪǧǶr
ǟǣǭǣ ǝüǪǮǡǧǪǷǨ ǮǣǨ ǮǡǦǹǣǫǛǳǭǣ ǟǥǝ ǮǥǬ ǝǧǧǝǟǙǬq ǶüǪǯ
ǡǛǨǝǥ ǝüǝǫǝǛǮǣǮǪq ǦǝǮǘ ǮǣǨ ǝǨǝǤǡǸǫǣǭǣ ǮǳǨ ǝǨǝǧǯǮǥǦǸǨ
üǫǪǟǫǝǹǹǘǮǳǨ ǮǳǨ ǹǝǤǣǹǝǮǥǦǸǨs wz t zx



ǕǥǝǠǥǦǝǭǮǥǦǚ ǂüǘǫǦǡǥǝ

Ǆ ǠǥǝǠǥǦǝǭǮǥǦǚ ǡüǘǫǦǡǥǝ ǝǨǝǰǙǫǡǮǝǥ ǭǮǣ ǟǨǸǭǣ ǠǥǝǠǥǦǝǭǥǸǨ Ǧǝǥ ǭǮǣǨ
ǥǦǝǨǶǮǣǮǝ ǮǳǨ ǹǝǤǣǮǸǨ Ǩǝ ǟǨǳǫǛǭǪǯǨ üǶǮǡ Ǧǝǥ üǸǬ Ǥǝ ǱǫǣǭǥǹǪüǪǥǚǭǪǯǨ
ǭǯǟǦǡǦǫǥǹǙǨǡǬ ǠǥǝǠǥǦǝǭǛǡǬq ǟǥǝ Ǩǝ ǠǛǨǪǯǨ ǧǷǭǡǥǬ ǭǡ ǭǱǡǮǥǦǘ Ǚǫǟǝs
ǍǡǫǥǧǝǹǞǘǨǡǥq ǡüǛǭǣǬq ǮǣǨ ǥǦǝǨǶǮǣǮǝ Ǩǝ ǡǦǮǡǧǪǷǨ ǠǥǝǠǥǦǝǭǛǡǬ Ǧǝǥ
ǝǧǟǶǫǥǤǹǪǯǬ ǹǡ ǡǯǱǙǫǡǥǝq ǡǯǡǧǥǩǛǝ Ǧǝǥ ǹǡ ǝǦǫǛǞǡǥǝs Ǆ ǡǯǱǙǫǡǥǝ ǮǣǬ
ǡǦǮǙǧǡǭǣǬ ǠǥǝǠǥǦǝǭǥǸǨ Ǧǝǥ ǝǧǟǪǫǛǤǹǳǨ ǝǨǝǰǙǫǡǮǝǥ ǮǶǭǪ ǭǮǣ ǨǪǡǫǚ ǶǭǪ
Ǧǝǥ ǭǮǣ ǟǫǝüǮǚ ǡǦǮǙǧǡǭǣ ǮǳǨ üǫǘǩǡǳǨs ǍǡǫǥǧǝǹǞǘǨǡǥq ǡüǥüǫǶǭǤǡǮǝq ǮǣǨ
ǝǨǝüǝǫǝǟǳǟǚ ǡǨǨǪǥǸǨ Ǧǝǥ ǝüǪǹǨǣǹǶǨǡǯǭǣ ǮǷüǳǨ Ǧǝǥ ǦǝǨǶǨǳǨs Ǆ
ǝüǶǦǮǣǭǣ ǠǡǩǥǪǮǚǮǳǨq ǶüǳǬ ǣ Ǳǫǚǭǣ ǹǝǤǣǹǝǮǥǦǸǨ ǪǫǟǘǨǳǨq ǣ Ǳǫǚǭǣ
ǯüǪǧǪǟǥǭǮǥǦǚǬ ǹǣǱǝǨǚǬq ǣ ǡǨǝǭǱǶǧǣǭǣ ǹǡ ǹǝǤǣǹǝǮǥǦǘ ǡǰǝǫǹǪǟǛǠǥǝq ǣ
ǹǙǮǫǣǭǣ Ǧǝǥ ǣ ǡǦǮǛǹǣǭǣ üǪǭǪǮǚǮǳǨq ǝüǪǮǡǧǡǛ ǞǝǭǥǦǶ ǭǮǪǥǱǡǛǪ ǮǣǬ
ǠǥǝǠǥǦǝǭǮǥǦǚǬ ǡüǘǫǦǡǥǝǬs

w{ t zx



ǂǨǨǪǥǪǧǪǟǥǦǚ ǇǝǮǝǨǶǣǭǣ

Ǆ ǡǨǨǪǥǪǧǪǟǥǦǚ ǦǝǮǝǨǶǣǭǣ ǡǛǨǝǥ ǞǝǭǥǦǶ ǹǙǧǣǹǝ ǮǣǬ ǠǥǠǝǭǦǝǧǛǝǬ ǮǳǨ
ǹǝǤǣǹǝǮǥǦǸǨs ǏǣǹǝǛǨǡǥ ǮǣǨ ǝǨǘüǮǯǩǣ ǮǳǨ ǡǨǨǪǥǸǨ ǹǡ ǮǫǶüǪ ǸǭǮǡ ǣ
ǹǝǤǣǹǝǮǥǦǚ ǭǦǙǲǣ ǮǳǨ ǹǝǤǣǮǸǨ Ǩǝ ǝüǪǮǡǧǡǛ ǙǨǝ ǡǨǥǝǛǪ ǶǧǪ Ǧǝǥ ǶǱǥ
ǭǷǨǪǧǪ ǝǭǷǨǠǡǮǳǨ ǡǨǨǪǥǸǨs ƻǮǝǨ Ǫǥ ǙǨǨǪǥǡǬ ǡǛǨǝǥ ǹǡǹǪǨǳǹǙǨǡǬ Ǧǝǥ
ǮǹǣǹǝǮǥǦǙǬq ǠǡǨ ǭǯǹǞǘǧǧǪǯǨ ǭǮǣǨ ǡüǛǧǯǭǣ üǝǫǶǹǪǥǳǨ ǚ üǝǫǡǹǰǡǫǸǨ
ǙǫǟǳǨ Ǧǝǥ ǪǷǮǡ ǞǪǣǤǪǷǨ ǮǪǯǬ ǹǝǤǣǮǙǬ Ǩǝ ǝǨǝüǮǷǩǪǯǨ ǨǙǡǬ ǙǨǨǪǥǡǬq
ǭǯǨǠǙǪǨǮǘǬ ǮǥǬ ǹǡ üǫǪǵüǘǫǱǪǯǭǡǬ ǟǨǸǭǡǥǬ ǮǪǯǬs

Ǆ ǡǨǨǪǥǪǧǪǟǥǦǚ ǦǝǮǝǨǶǣǭǣ ǹǡǥǸǨǡǥ ǮǣǨ ǝǨǘǟǦǣ ǮǪǯ ǹǝǤǣǮǚ ǟǥǝ
ǝüǪǹǨǣǹǶǨǡǯǭǣ Ǧǝǥ ǝǯǩǘǨǡǥ ǮǣǨ ǥǦǝǨǶǮǣǮǘ ǮǪǯ ǟǥǝ ǹǶǨǥǹǣ ǹǘǤǣǭǣ
ǠǥǝǠǥǦǝǭǥǸǨ Ǧǝǥ ǡǨǨǪǥǸǨq Ǧǝǥ ǡüǪǹǙǨǳǬ ǝǨǝüǮǷǭǭǡǥ ǮǣǨ ǝǯǮǪüǡüǪǛǤǣǭǚ
ǮǪǯs ǀǝǭǥǦǶq ǡüǛǭǣǬq ǱǝǫǝǦǮǣǫǥǭǮǥǦǶ ǮǣǬ ǡǨǨǪǥǪǧǪǟǥǦǚǬ ǦǝǮǝǨǶǣǭǣǬ ǡǛǨǝǥ
ǣ ǠǥǝǭǷǨǠǡǭǣ ǮǳǨ ǡǨǨǪǥǸǨs

w| t zx



ǉǝǤǣǹǝǮǥǦǶǬ ǏǯǧǧǪǟǥǭǹǶǬ

ƸǨǝǬ ǟǡǨǥǦǶǬ ǪǫǥǭǹǶǬ ǟǥǝ ǮǪǨ ǹǝǤǣǹǝǮǥǦǶ ǭǯǧǧǪǟǥǭǹǶ ǡǛǨǝǥ ǣ ǥǦǝǨǶǮǣǮǝ
ǮǪǯ ǹǝǤǣǮǚ Ǩǝ ǦǝǮǝǭǦǡǯǘǢǡǥq Ǩǝ ǝǨǝüǝǫǥǭǮǘ Ǧǝǥ Ǩǝ ǡüǥǧǷǡǥ üǫǪǞǧǚǹǝǮǝs
ǌ ǹǝǤǣǹǝǮǥǦǶǬ ǭǯǧǧǪǟǥǭǹǶǬ ǝüǪǮǡǧǡǛǮǝǥ ǪǯǭǥǝǭǮǥǦǘ ¿ǤÀ ǝüǶ ǮǣǨ
ǥǦǝǨǶǮǣǮǝ ǮǪǯ ǝǮǶǹǪǯ Ǩǝ ǝǨǝüǫǪǭǝǫǹǶǢǡǥ ǮǪǨ ǮǫǶüǪ ǭǦǙǲǣǬ ǮǪǯq
ǝǨǘǧǪǟǝ ǹǡ ǮǥǬ ǦǝǮǝǭǮǘǭǡǥǬ ǡǨǶǬ üǫǪǞǧǚǹǝǮǪǬ Ǧǝǥ Ǩǝ ǝǥǮǥǪǧǪǟǡǛ ǮǥǬ
ǝüǝǨǮǚǭǡǥǬ ǮǪǯ ǹǡ üǡǥǭǮǥǦǶ ǮǫǶüǪ m¥¨¥´¸­º© ¶©¥·³²­²«q �·¸°©¶q wuvvnq Ǧǝǥ
¿ǥÀ ǝüǶ ǮǣǨ ǥǦǝǨǶǮǣǮǝ ǮǪǯ ǹǝǤǣǮǚ Ǩǝ ǦǝǮǝǭǦǡǯǘǢǡǥ ǹǝǤǣǹǝǮǥǦǘ
üǫǪǞǧǚǹǝǮǝq Ǩǝ ǹǡǮǝǰǫǘǢǡǥ ǦǝǮǝǭǮǘǭǡǥǬ ǮǣǬ ǢǳǚǬ ǭǡ ǹǝǤǣǹǝǮǥǦǶ
üǡǫǥǡǱǶǹǡǨǪ Ǧǝǥ Ǩǝ ǱǫǣǭǥǹǪüǪǥǡǛ ǹǡ ǝüǪǮǡǧǡǭǹǝǮǥǦǶǮǣǮǝ ǮǥǬ ǹǡǤǶǠǪǯǬ ǚ
ǭǮǫǝǮǣǟǥǦǙǬ ǡüǛǧǯǭǣǬ üǫǪǞǧǣǹǘǮǳǨs

Ǆ ǱǝǫǝǦǮǣǫǥǭǮǥǦǚ ǥǦǝǨǶǮǣǮǝ ǮǪǯ ǹǝǤǣǹǝǮǥǦǪǷ ǭǯǧǧǪǟǥǭǹǪǷ ǡǛǨǝǥ ǣ
ǡǯǡǧǥǩǛǝq üǪǯ ǤǡǳǫǡǛǮǝǥ ǣ ǭǣǹǝǨǮǥǦǶǮǡǫǣ ǟǨǳǭǮǥǦǚ ǧǡǥǮǪǯǫǟǛǝ ǟǥǝ ǮǣǨ
ǡüǛǧǯǭǣ ǧǡǦǮǥǦǸǨ üǫǪǞǧǣǹǘǮǳǨ Ǧǝǥ üǫǪǞǧǣǹǘǮǳǨ ǠǥǝǠǥǦǝǭǛǝǬs Ǆ
ǡǯǡǧǥǩǛǝ ǭǯǨǛǭǮǝǮǝǥ ǭǮǣǨ ǥǦǝǨǶǮǣǮǝ ǮǪǯ ǝǮǶǹǪǯ Ǩǝ ǠǣǹǥǪǯǫǟǡǛ Ǧǝǥ Ǩǝ
ǝǨǝüǫǪǭǝǫǹǶǢǡǥ ǹǡǤǶǠǪǯǬ ǡüǛǧǯǭǣǬ üǫǪǞǧǣǹǘǮǳǨ mǠǣǹǥǪǯǫǟǥǦǚ ǭǦǙǲǣns

w} t zx



Ƹǫǟǝ ǕǥǝǠǥǦǝǭǮǥǦǚǬ ǂüǘǫǦǡǥǝǬ

ÈÅ Ǌǝ ǯüǪǧǪǟǛǭǡǮǡ ǮǥǬ üǥǪ ǦǘǮǳ ǫǛǢǡǬ�

√
49¿ǤÀ 3

√
64¿ǥÀ 4

√
1

10000
¿ǦÀ

3
√
0, 027¿ǧÀ 3

√
8

125
¿ǨÀ 6

√
1

64
¿ǴǵÀ

ÉÅ Ǌǝ ǧǷǭǡǮǡ ǮǥǬ üǥǪ ǦǘǮǳ ǡǩǥǭǸǭǡǥǬ�

x3 = 64¿ǤÀ x5 = −32¿ǥÀ
x4 = 16¿ǦÀ x2023 = 1¿ǧÀ
x8 = 13¿ǨÀ x4 = −1¿ǴǵÀ

w~ t zx



Ƹǫǟǝ ǕǥǝǠǥǦǝǭǮǥǦǚǬ ǂüǘǫǦǡǥǝǬ

ËÅ Ǌǝ ǝüǧǪüǪǥǚǭǡǮǡ ǮǥǬ üǥǪ ǦǘǮǳ üǝǫǝǭǮǘǭǡǥǬ�

√
3 ·

√
27¿ǤÀ

4
√
x7

4
√
x3

, x ! 0¿ǥÀ

6
√
x2, x ! 0¿ǦÀ

√
3
√
76¿ǧÀ

5
√
y2 · 5

√
y4

5
√
y

, y > 0¿ǨÀ 3

√√
x ·

√
x5, x ! 0¿ǴǵÀ

ÌÅ Ǌǝ ǟǫǘǲǡǮǡ Ǯǝ üǥǪ ǦǘǮǳ ǫǥǢǥǦǘ ǭǮǣǨ üǥǪ ǝüǧǚ ǮǪǯǬ ǹǪǫǰǚ�
√
18¿ǤÀ 3

√
48¿ǥÀ

4

√
32

81
¿ǦÀ 3

√
a4β5, a,β ! 0¿ǧÀ

√
32x5, x ! 0¿ǨÀ

√
125a

β5
, a,β > 0¿ǴǵÀ

xu t zx



Ƹǫǟǝ ǕǥǝǠǥǦǝǭǮǥǦǚǬ ǂüǘǫǦǡǥǝǬ

ÍÅ Ǌǝ ǹǡǮǝǮǫǙǲǡǮǡ ǮǥǬ üǥǪ ǦǘǮǳ ǫǛǢǡǬ ǭǡ ǠǯǨǘǹǡǥǬ ǹǡ ǫǣǮǶ ǡǦǤǙǮǣ�
√
5¿ǤÀ 3

√
72¿ǥÀ 8

√
115¿ǦÀ

√(
3

4

)−3

¿ǧÀ 6
√
8−2¿ǨÀ

√
a−β , a,β ∈ N¿ǴǵÀ

ÎÅ Ǌǝ ǯüǪǧǪǟǛǭǡǮǡ ǮǣǨ Ǯǥǹǚ ǮǳǨ üǥǪ ǦǘǮǳ üǝǫǝǭǮǘǭǡǳǨq ǱǳǫǛǬ Ǯǣ
Ǳǫǚǭǣ ǯüǪǧǪǟǥǭǮǥǦǚǬ ǹǣǱǝǨǚǬ�

25
1
2¿ǤÀ 27

1
3¿ǥÀ

(
9

16

) 1
2

¿ǦÀ

8−
2
3¿ǧÀ 16−

1
4¿ǨÀ

(
64

27

)− 1
3

¿ǴǵÀ

xv t zx



Ƹǫǟǝ ǕǥǝǠǥǦǝǭǮǥǦǚǬ ǂüǘǫǦǡǥǝǬ
ÏÅ Ǌǝ ǞǘǧǡǮǡ ǭǡ ǦǷǦǧǪ ǮǣǨ ǪǫǤǚ ǝüǘǨǮǣǭǣ�

¿ǤÀ Ǆ ǭǯǢǯǟǚǬ üǝǫǘǭǮǝǭǣ ǟǥǝ ǮǪǨ ǝǫǥǤǹǶ
√
2 ǡǛǨǝǥ ǣ�

−2ÿÅ −
√
2ÿÿÅ

√
2ÿÿÿÅ 2ÿČÅ

¿ǥÀ Ǆ ǭǯǢǯǟǚǬ üǝǫǘǭǮǝǭǣ ǟǥǝ ǮǪǨ ǝǫǥǤǹǶ
√
5− 3 ǡǛǨǝǥ ǣ�

√
5 + 3ÿÅ 3−

√
5ÿÿÅ

√
5− 3ÿÿÿÅ 5−

√
3ÿČÅ

¿ǦÀ Ǆ ǭǯǢǯǟǚǬ üǝǫǘǭǮǝǭǣ ǟǥǝ ǮǪǨ ǝǫǥǤǹǶ 2
√
7 + 3

√
6 ǡǛǨǝǥ ǣ�

7
√
2− 6

√
3ÿÅ 2

√
7 + 3

√
6ÿÿÅ 2

√
6− 3

√
7ÿÿÿÅ 2

√
7− 3

√
6ÿČÅ

ÐÅ Ǌǝ ǹǡǮǝǮǫǙǲǡǮǡ ǮǥǬ üǥǪ ǦǘǮǳ üǝǫǝǭǮǘǭǡǥǬ ǭǡ ǥǭǪǠǷǨǝǹǡǬ ǹǡ ǫǣǮǶ
üǝǫǪǨǪǹǝǭǮǚ�

3√
2

¿ǤÀ − 5√
11

¿ǥÀ

6√
3

¿ǦÀ
√
2√
6

¿ǧÀ

xw t zx



Ƹǫǟǝ ǕǥǝǠǥǦǝǭǮǥǦǚǬ ǂüǘǫǦǡǥǝǬ

ÑÅ Ǌǝ ǭǯǟǦǫǛǨǡǮǡ ǮǪǯǬ üǥǪ ǦǘǮǳ ǝǫǥǤǹǪǷǬq ǝǨ ǥǭǱǷǡǥ ǶǮǥ Ǫǥ a,β ǡǛǨǝǥ
ǤǡǮǥǦǪǛ üǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ǝǫǥǤǹǪǛq ǹǡ a > β�

ƿ = a+ 2, ǀ = β + 2¿ǤÀ ǁ = 3a, Ǖ = 3β¿ǥÀ

ǂ = 5− a, ǃ = 5− β¿ǦÀ Ǆ =
2

a
, ǅ =

2

β
¿ǧÀ

ÈÇÅ Ǌǝ ǞǘǧǡǮǡ ǭǡ ǦǷǦǧǪ ǮǣǨ ǪǫǤǚ ǝüǘǨǮǣǭǣ�
¿ǤÀ ƿǨ a,β ∈ Rq ǹǡ 0 < a < βq ǮǶǮǡ�

a3 > β3ÿÅ 2a+ 3 > 2β + 3ÿÿÅ

5
√
a < 5

√
βÿÿÿÅ 1

a
<

1

β
ÿČÅ

¿ǥÀ ƿǨ a,β ∈ Rq ǹǡ a > 1 Ǧǝǥ β < −4q ǮǶǮǡ�

−a2 > 1ÿÅ a− β > 5ÿÿÅ
β2 < 16ÿÿÿÅ aβ < −4ÿČÅ

xx t zx



Ƹǫǟǝ ǂǨǨǪǥǪǧǪǟǥǦǚǬ ǇǝǮǝǨǶǣǭǣǬ

ÈÅ Ǌǝ ǱǝǫǝǦǮǣǫǛǭǡǮǡ ǹǡ ǏĀǏǐǌ ǚ ǈƿǅǌǏ ǮǥǬ üǥǪ ǦǘǮǳ üǫǪǮǘǭǡǥǬq
ǞǘǢǪǨǮǝǬ ǭǡ ǦǷǦǧǪ ǮǪǨ ǝǨǮǛǭǮǪǥǱǪ ǱǝǫǝǦǮǣǫǥǭǹǶ�

¿ǤÀ ǏĀǏǐǌ t ǈƿǅǌǏ

¿ǥÀ ǏĀǏǐǌ t ǈƿǅǌǏ

¿ǦÀ ǏĀǏǐǌ t ǈƿǅǌǏ

¿ǧÀ ǏĀǏǐǌ t ǈƿǅǌǏ

¿ǨÀ ǏĀǏǐǌ t ǈƿǅǌǏ

Ǆ ǨǥǪǭǮǚ ǫǛǢǝ ǡǨǶǬ ǹǣ ǝǫǨǣǮǥǦǪǷ
ǝǫǥǤǹǪǷ aq ǶüǪǯ ν ǤǡǮǥǦǶǬ ǝǦǙǫǝǥǪǬ
ǝǫǥǤǹǶǬq ǡǛǨǝǥ Ǫ ǝǫǥǤǹǶǬ β Ǫ ǪüǪǛǪǬq
ǶǮǝǨ ǯǲǳǤǡǛ ǭǡ ǠǷǨǝǹǣ ǹǡ ǡǦǤǙǮǣ νq
ǠǛǨǡǥ ǮǪǨ ǝǫǥǤǹǶ as
x5 = 17 ⇒ x = 5

√
17

ǆǭǱǷǡǥ ν
√
xν = xq ǶüǪǯ ν ǘǫǮǥǪǬ

ǰǯǭǥǦǶǬ ǝǫǥǤǹǶǬs

6

√
β6

64
= 6

√(
β

2

)6

=
β

2
, β ! 0

Ǆ ǡǩǛǭǳǭǣ
√
x− 2 = −16 ǠǡǨ ǙǱǡǥ

ǧǷǭǡǥǬ ǭǮǪ ǭǷǨǪǧǪ ǮǳǨ üǫǝǟǹǝǮǥǦǸǨ
ǝǫǥǤǹǸǨs

xy t zx



Ƹǫǟǝ ǂǨǨǪǥǪǧǪǟǥǦǚǬ ǇǝǮǝǨǶǣǭǣǬ

ÉÅ Ǌǝ ǦǘǨǡǮǡ ǮǥǬ üǫǘǩǡǥǬ�

3
√
50 + 2

√
32¿ǤÀ

(
5 3
√
54− 2 3

√
128

)
: 3
√
2¿ǥÀ

√

20−
√
13 +

√
11− 3

√
8¿ǦÀ 6

√
22 · 23 · 24¿ǧÀ

(√
7 + 4

) (√
7− 5

)
¿ǨÀ

(
7−

√
5
)2−14

(
7−

√
5
)
+44¿ǴǵÀ

ËÅ Ǌǝ ǝüǪǠǡǛǩǡǮǡ ǶǮǥ�
¿ǤÀ ǌ ǝǫǥǤǹǶǬ

A =
4

√√
3
√
5−

6

√√
4
√
25 + 2023

ǡǛǨǝǥ ǝǦǙǫǝǥǪǬs
¿ǥÀ Ǆ üǝǫǘǭǮǝǭǣ

B =

√
7− 2

√
6 ·

√
7 + 2

√
6−

√
28− 10

√
3

ǹüǪǫǡǛ Ǩǝ üǘǫǡǥ Ǯǣ ǹǪǫǰǚ
√
a, a ∈ Ns

xz t zx



Ƹǫǟǝ ǂǨǨǪǥǪǧǪǟǥǦǚǬ ǇǝǮǝǨǶǣǭǣǬ

ÌÅ ƿǨ a > β > 0q Ǩǝ ǝüǧǪüǪǥǚǭǡǮǡ ǮǣǨ üǝǫǘǭǮǝǭǣ�

A =
(
a−

√
a2 − β2

) 1
2 ·

√
a+

√
a2 − β2

ÍÅ Ǌǝ ǧǷǭǡǮǡ ǮǥǬ üǥǪ ǦǘǮǳ ǡǩǥǭǸǭǡǥǬ ǭǮǪ ǭǷǨǪǧǪ ǮǳǨ üǫǝǟǹǝǮǥǦǸǨ
ǝǫǥǤǹǸǨ�

x
1
4 = 2, x ! 0¿ǤÀ

(2x− 1)
2
3 = 4, x ! 1

2
¿ǥÀ

(4x− 3)−
1
2 =

1

3
, x ! 3

4
¿ǦÀ

(7x+ 2)
5
2 + 11 = 12, x ! −2

7
¿ǧÀ

x{ t zx



Ƹǫǟǝ ǂǨǨǪǥǪǧǪǟǥǦǚǬ ǇǝǮǝǨǶǣǭǣǬ

ÎÅ Ǌǝ ǱǝǫǝǦǮǣǫǛǭǡǮǡ ǹǡ ǏĀǏǐǌ ǚ ǈƿǅǌǏ ǮǥǬ üǥǪ ǦǘǮǳ üǫǪǮǘǭǡǥǬq
ǞǘǢǪǨǮǝǬ ǭǡ ǦǷǦǧǪ ǮǪǨ ǝǨǮǛǭǮǪǥǱǪ ǱǝǫǝǦǮǣǫǥǭǹǶ�

¿ǤÀ ǏĀǏǐǌ t ǈƿǅǌǏ

¿ǥÀ ǏĀǏǐǌ t ǈƿǅǌǏ

¿ǦÀ ǏĀǏǐǌ t ǈƿǅǌǏ

ǌǥ üǝǫǝǭǮǘǭǡǥǬ
√
a− β Ǧǝǥ

√
β − aq

ǶüǪǯ a,β > 0q ǡǛǨǝǥ ǭǯǢǯǟǡǛǬs

ǌǥ üǝǫǝǭǮǘǭǡǥǬ

3√
17−

√
14

Ǧǝǥ
√
17 +

√
14

ǡǛǨǝǥ ǥǭǪǠǷǨǝǹǡǬs

ƿǨ x > 16q ǮǶǮǡ ǥǭǱǷǡǥ ǶǮǥ�

1√
x+ 4

+
1

4−
√
x
= − 8

x− 16

x| t zx



Ƹǫǟǝ ǂǨǨǪǥǪǧǪǟǥǦǚǬ ǇǝǮǝǨǶǣǭǣǬ

ÏÅ ƿǨ 2 < x < 5 Ǧǝǥ −3 < y < −1q Ǩǝ ǯüǪǧǪǟǛǭǡǮǡ ǮǪ ǹǥǦǫǶǮǡǫǪ ǠǯǨǝǮǶ
ǠǥǘǭǮǣǹǝ ǭǮǪ ǪüǪǛǪ ǞǫǛǭǦǪǨǮǝǥ Ǫǥ üǥǪ ǦǘǮǳ üǫǝǟǹǝǮǥǦǪǛ ǝǫǥǤǹǪǛ�

−2x¿ǤÀ
3x+ 5y¿ǥÀ
xy¿ǦÀ
x

2y
¿ǧÀ

ÐÅ Ǌǝ ǡǩǡǮǘǭǡǮǡ ǦǝǮǘ üǶǭǪ ǥǭǱǷǪǯǨ Ǫǥ üǥǪ ǦǘǮǳ üǫǪǮǘǭǡǥǬq
ǠǥǦǝǥǪǧǪǟǸǨǮǝǬ üǧǚǫǳǬ ǮǣǨ ǝüǘǨǮǣǭǚ ǭǝǬs
¿ǤÀ ƿǨ 0 < a < 1 Ǧǝǥ µ < νq ǶüǪǯ µ, ν ǤǡǮǥǦǪǛ ǝǦǙǫǝǥǪǥq ǮǶǮǡ�

µ
√
a > ν

√
a

¿ǥÀ ƿǨ a > β Ǧǝǥ γ > δq ǮǶǮǡ�
aγ > βδ

x} t zx



Ƹǫǟǝ ǉǝǤǣǹǝǮǥǦǪǷ ǏǯǧǧǪǟǥǭǹǪǷ

ÈÅ ǕǛǨǡǮǝǥ ǣ üǝǫǘǭǮǝǭǣ�

A =
√
1− x− 4

√
x4

¿ǤÀ ǁǥǝ üǪǥǡǬ ǮǥǹǙǬ ǮǪǯ x ǪǫǛǢǡǮǝǥ ǣ üǝǫǘǭǮǝǭǣ A�
¿ǥÀ ƿǨ x = −3q Ǩǝ ǠǡǛǩǡǮǡ ǶǮǥ�

A2023 +A2022 +A2021 +A2020 = 0

ÉÅ ƿǨ ǟǥǝ ǮǪǯǬ üǫǝǟǹǝǮǥǦǪǷǬ ǝǫǥǤǹǪǷǬ a,β Ǧǝǥ γ ǥǭǱǷǡǥ ǶǮǥ
√
a+ β − 11 + 3

√
β + γ − 7 + 4

√
a+ γ + 4 = 0,

Ǩǝ ǯüǪǧǪǟǛǭǡǮǡ ǮǪ ǘǤǫǪǥǭǹǝ a+ β + γs

x~ t zx



Ƹǫǟǝ ǉǝǤǣǹǝǮǥǦǪǷ ǏǯǧǧǪǟǥǭǹǪǷ

ËÅ ¿ǤÀ Ǌǝ ǡǩǣǟǚǭǡǮǡ ǹǡ üǪǥǪ ǮǫǶüǪ Ǥǝ ǹüǪǫǪǷǭǝǮǡ Ǩǝ ǝǩǥǪüǪǛǣǭǡǮǡ Ǯǝ üǥǪ
ǦǘǮǳ ǭǱǚǹǝǮǝq ǟǥǝ Ǩǝ ǠǡǛǩǡǮǡ ǶǮǥ ǟǥǝ ǮǪǯǬ ǤǡǮǥǦǪǷǬ üǫǝǟǹǝǮǥǦǪǷǬ
ǝǫǥǤǹǪǷǬ a,β ǥǭǱǷǡǥ ǶǮǥ�

a+ β ! 2
√

aβ

¿ǥÀ ǍǪǥǝ ǭǱǙǭǣ üǫǙüǡǥ Ǩǝ ǭǯǨǠǙǡǥ ǮǪǯǬ ǤǡǮǥǦǪǷǬ üǫǝǟǹǝǮǥǦǪǷǬ ǝǫǥǤǹǪǷǬ
a,βq ǸǭǮǡ Ǩǝ ǥǭǱǷǡǥ ǣ ǥǭǶǮǣǮǝ�

√
β

√
a

√
β

√
β

√
β

√
a

√
a

√
a

yu t zx



Ƹǫǟǝ ǉǝǤǣǹǝǮǥǦǪǷ ǏǯǧǧǪǟǥǭǹǪǷ

ÌÅ ǌ ǞǝǭǥǦǶǬ ǹǡǮǝǞǪǧǥǦǶǬ ǫǯǤǹǶǬ ǡǛǨǝǥ Ǫ ǝǫǥǤǹǶǬ ǮǳǨ ǤǡǫǹǛǠǳǨ ǝǨǘ
ǣǹǙǫǝ üǪǯ ǱǫǡǥǘǢǡǮǝǥ ǙǨǝ ǘǮǪǹǪ ǟǥǝ Ǩǝ ǠǥǝǮǣǫǣǤǡǛ ǭǮǣ Ǣǳǚs ǌ
ǞǝǭǥǦǶǬ ǹǡǮǝǞǪǧǥǦǶǬ ǫǯǤǹǶǬ ǡǨǶǬ ǝǮǶǹǪǯ (B) ǭǡ ǤǡǫǹǛǠǡǬ ǝǨǘ ǣǹǙǫǝ
ǯüǪǧǪǟǛǢǡǮǝǥ ǝüǶ ǮǪǨ ǮǷüǪ B(w) = 70w

3
4 q ǶüǪǯ w ǡǛǨǝǥ ǣ ǹǘǢǝ ǮǪǯ

ǝǮǶǹǪǯ ǭǡ Ǧǥǧǘs Ǌǝ ǯüǪǧǪǟǛǭǡǮǡ�
¿ǤÀ ǮǪǨ ǞǝǭǥǦǶ ǹǡǮǝǞǪǧǥǦǶ ǫǯǤǹǶ ǟǥǝ ǙǨǝ ǘǮǪǹǪ ǹǘǢǝǬ 60 ¯«
¿ǥÀ Ǯǣ ǹǘǢǝ ǡǨǶǬ ǝǮǶǹǪǯq ǝǨ Ǫ ǞǝǭǥǦǶǬ ǹǡǮǝǞǪǧǥǦǶǬ ǫǯǤǹǶǬ ǮǪǯ ǡǛǨǝǥ ǛǭǪǬ

ǹǡ 2045, 408s
ÍÅ ƿǨ ǟǥǝ ǮǪǯǬ üǫǝǟǹǝǮǥǦǪǷǬ ǝǫǥǤǹǪǷǬ a,β ǥǭǱǷǡǥ ǶǮǥ a2 + β2 = 1q Ǩǝ

ǠǡǛǩǡǮǡ ǶǮǥ� √
a4 + 4β2 +

√
β4 + 4a2 = 1

yv t zx



Ƹǫǟǝ ǉǝǤǣǹǝǮǥǦǪǷ ǏǯǧǧǪǟǥǭǹǪǷ

ÎÅ Ǌǝ ǝüǪǠǡǛǩǡǮǡ ǶǮǥ�
√

3 +
√
5

3−
√
5
+

√
3−

√
5

3 +
√
5
= 3

ÏÅ ƿǨ

a =

√
2 + 1√
2− 1

Ǧǝǥ β =

√
1

2
,

Ǩǝ ǯüǪǧǪǟǛǭǡǮǡ ǮǣǨ Ǯǥǹǚ ǮǣǬ üǝǫǘǭǮǝǭǣǬ�

B =
a− β

1 + aβ

yw t zx



Ƹǫǟǝ ǉǝǤǣǹǝǮǥǦǪǷ ǏǯǧǧǪǟǥǭǹǪǷ

ÐÅ Ǌǝ ǞǫǡǛǮǡ ǮǪǨ ǹǡǟǝǧǷǮǡǫǪ ǤǡǮǥǦǶ ǝǦǙǫǝǥǪ xq ǟǥǝ ǮǪǨ ǪüǪǛǪ ǥǭǱǷǡǥ�

x333 < 2777

ÑÅ Ǌǝ ǯüǪǧǪǟǛǭǡǮǡ ǮǪ üǧǚǤǪǬ ǮǳǨ ǝǦǙǫǝǥǳǨ ǝǫǥǤǹǸǨ νq ǟǥǝ ǮǪǯǬ
ǪüǪǛǪǯǬ ǥǭǱǷǡǥ�

1

7
" 9

ν
" 1

5

ÈÇÅ ƸǭǮǳ a,β > 0s Ǌǝ ǝüǪǠǡǛǩǡǮǡ ǶǮǥ�

a

β
+

β

a
! 2¿ǤÀ aβ

a+ β
" a+ β

4
¿ǥÀ

yx t zx



ǍǛǨǝǦǝǬ ǍǡǫǥǡǱǪǹǙǨǳǨ

v ƿǨǝǧǯǮǥǦǶ ǍǫǶǟǫǝǹǹǝ r ǇǷüǫǪǬ

w ƿǨǝǧǯǮǥǦǶ ǍǫǶǟǫǝǹǹǝ r ǇǷüǫǪǬ º· ǂǧǧǘǠǝ

x ǕǥǝǹǪǫǰǳǮǥǦǚ ƿǩǥǪǧǶǟǣǭǣ

y ǐǡǱǨǪǧǪǟǛǝ
ǑüǘǫǱǪǯǭǝ ǇǝǮǘǭǮǝǭǣ
ǉǡǧǧǪǨǮǥǦǘ ǏǱǙǠǥǝ

z ǂǫǳǮǚǭǡǥǬ

yy t zx



ǑüǘǫǱǪǯǭǝ ǇǝǮǘǭǮǝǭǣ

� ǮǡǱǨǪǧǪǟǛǝ ǝǩǥǪüǪǥǡǛǮǝǥ ǭǮǝ ǭǱǪǧǥǦǘ
ǡǟǱǡǥǫǛǠǥǝ ǹǝǤǣǹǝǮǥǦǸǨ ǟǥǝ ǭǦǪüǪǷǬ�

ǠǥǡǫǡǷǨǣǭǣǬ ǹǝǤǣǹǝǮǥǦǸǨ ǡǨǨǪǥǸǨ
Ǧǝǥ ǠǥǝǠǥǦǝǭǥǸǨq ǹǙǭǳ
ǹǝǤǣǹǝǮǥǦǸǨ ǡǰǝǫǹǪǟǥǠǛǳǨ
ǝǩǥǪǧǶǟǣǭǣǬ

yz t zx



ǉǡǧǧǪǨǮǥǦǘ ǏǱǙǠǥǝ

ǉǡ Ǯǣ ǭǯǨǡǱǚ ǝǨǘüǮǯǩǣ ǮǣǬ ǮǡǱǨǪǧǪǟǛǝǬq Ǯǝ ĊǲǣǰǥǝǦǘ ǹǝǤǚǹǝǮǝċ
ǟǛǨǪǨǮǝǥ ǪǧǪǙǨǝ Ǧǝǥ üǥǪ ǡǷǦǪǧǝq ǹǡ ǮǫǶüǪ ǹǘǧǥǭǮǝ üǪǯ ǭǯǨǘǠǡǥ üǫǪǬ ǮǪǨ
ǭǦǪüǶ Ǧǝǥ ǮǥǬ ǝǫǱǙǬ ǮǪǯ ǝǨǝǧǯǮǥǦǪǷ üǫǪǟǫǘǹǹǝǮǪǬs Ǐǡ üǪǧǧǙǬ ǱǸǫǡǬ ǮǪǯ
ǡǩǳǮǡǫǥǦǪǷq ǝǩǥǪüǪǥǡǛǮǝǥ ǣ ǝǨǘüǮǯǩǣ ǮǣǬ ǮǡǱǨǪǧǪǟǛǝǬ Ǧǝǥ ǪǧǪǙǨǝ
üǧǣǤǷǨǪǨǮǝǥ Ǫǥ üǧǝǮǰǶǫǹǡǬ üǪǯ ǯüǪǞǪǣǤǪǷǨ Ǯǣ ǠǥǠǝǭǦǝǧǛǝs

ǌǥ üǧǝǮǰǶǫǹǡǬ ǝǯǮǙǬ ǡǛǨǝǥ ǡǥǠǥǦǘ ǭǱǡǠǥǝǭǹǙǨǡǬ ǟǥǝ Ǳǫǚǭǣ ǝüǶ ǮǪǯǬ
ǡǦüǝǥǠǡǯǮǥǦǪǷǬs ǍǫǪǬ ǮǪǨ ǭǦǪüǶ ǝǯǮǶq ǣ ǦǘǤǡ ǱǸǫǝ ǙǱǡǥ ǡǥǭǝǟǘǟǡǥ ǭǮǥǬ
üǧǝǮǰǶǫǹǡǬ ǝǩǥǪǧǶǟǣǭǣǬ ǮǪ ǝǨǝǧǯǮǥǦǶ üǫǶǟǫǝǹǹǘ ǮǣǬ Ǧǝǥ ǮǪǯǬ ǠǡǛǦǮǡǬ
ǡüǥǮǯǱǛǝǬs ƿǨǮǛǭǮǪǥǱǝq ǭǡ ǦǘǤǡ ǠǡǛǦǮǣ ǯüǘǫǱǪǯǨ üǝǫǝǠǡǛǟǹǝǮǝ
ǡǫǳǮǚǭǡǳǨ ǠǥǝǰǪǫǡǮǥǦǪǷ ǮǷüǪǯq üǪǯ ǝǩǥǪǧǪǟǪǷǨ ǮǥǬ ǥǦǝǨǶǮǣǮǡǬ ǮǳǨ
ǹǝǤǣǮǸǨ ǭǮǪǨ ǭǯǟǦǡǦǫǥǹǙǨǪ ǠǡǛǦǮǣ ǡüǥǮǯǱǛǝǬ Ǧǝǥ ǡüǘǫǦǡǥǝǬs

y{ t zx



ǉǡǧǧǪǨǮǥǦǘ ǏǱǙǠǥǝ

ǂǦǮǶǬ ǝüǶ ǮǣǨ üǧǣǤǸǫǝ üǝǫǝǠǡǥǟǹǘǮǳǨ ǟǥǝ ǦǘǤǡ ǠǡǛǦǮǣ ǮǪǯ ǝǨǝǧǯǮǥǦǪǷ
üǫǪǟǫǘǹǹǝǮǪǬq üǫǪǭǰǙǫǡǮǝǥ ǣ ǠǯǨǝǮǶǮǣǮǝ ǭǮǪǯǬ ǡǦüǝǥǠǡǯǮǥǦǪǷǬ ǡǛǮǡ Ǩǝ
ǮǫǪüǪüǪǥǚǭǪǯǨ ǡǛǮǡ Ǩǝ ǭǯǨǤǙǭǪǯǨ ǮǥǬ ǠǥǦǙǬ ǮǪǯǬ ǡǫǳǮǚǭǡǥǬ Ǧǝǥ
üǫǪǞǧǚǹǝǮǝs Ǐǡ ǝǫǦǡǮǙǬq ǡüǛǭǣǬq üǧǝǮǰǶǫǹǡǬ Ǫǥ ǡǫǳǮǚǭǡǥǬ ǮǝǩǥǨǪǹǪǷǨǮǝǥ
ǶǱǥ ǹǶǨǪ ǝǨǘǧǪǟǝ ǹǡ ǮǪǨ ǠǡǛǦǮǣ ǡüǥǮǯǱǛǝǬ Ǧǝǥ ǡüǘǫǦǡǥǝǬ ǝǧǧǘ Ǧǝǥ ǹǡ ǮǪǨ
ǞǝǤǹǶ üǪǧǯüǧǪǦǶǮǣǮǝǬ ǚ ǠǯǭǦǪǧǛǝǬ ǦǘǤǡ ǡǫǸǮǣǭǣǬs

ǌǥ üǧǝǮǰǶǫǹǡǬ ǡüǥǮǫǙüǪǯǨ ǮǣǨ ǡǥǭǝǟǳǟǚ üǪǧǧǸǨ ǮǷüǳǨ ǡǫǳǮǚǭǡǳǨ Ǧǝǥ
ǡüǥüǫǶǭǤǡǮǝ ǹǝǤǣǹǝǮǥǦǸǨ ǡǰǝǫǹǪǟǥǠǛǳǨ üǪǯ ǡǛǨǝǥ Ǳǫǚǭǥǹǝ ǟǥǝ
ǦǝǮǝǨǶǣǭǣ Ǧǝǥ ǟǥǝ ǡǩǝǟǳǟǚ ǭǯǹüǡǫǝǭǹǘǮǳǨs Ǆ Ǳǫǚǭǣ ǮǳǨ ǯǧǥǦǸǨ Ǧǝǥ
ǮǳǨ ǡǰǝǫǹǪǟǥǠǛǳǨ ǭǯǨǘǠǡǥ ǹǡ ǮǣǨ ǝǫǱǚ ǮǣǬ ǠǥǝǹǪǫǰǳǮǥǦǚǬ ǝǩǥǪǧǶǟǣǭǣǬ
ǭǷǹǰǳǨǝ ǹǡ ǮǣǨ ǪüǪǛǝ ǡǩǡǮǘǢǪǯǹǡ ǶǮǥ ǠǥǠǘǭǦǪǯǹǡ Ǧǝǥ ǠǥǠǘǭǦǪǯǹǡ ǶüǳǬ
ǡǩǡǮǘǢǪǯǹǡs ǂǛǨǝǥ ǟǨǳǭǮǶ ǶǮǥ ǭǮǣǨ Ǯǘǩǣ ǮǳǨ ǹǝǤǣǹǝǮǥǦǸǨ Ǫǥ
ǡǦüǝǥǠǡǯǮǥǦǪǛ ǱǫǣǭǥǹǪüǪǥǪǷǨ Ǯǝ ǹǝǤǣǹǝǮǥǦǘ ǡǰǝǫǹǪǟǛǠǥǝ Ǧǝǥ Ǯǝ
ǡüǪüǮǥǦǘ ǹǙǭǝq ǝǧǧǘ ǭǮǣǨ ǡǩǙǮǝǭǣ üǡǫǥǪǫǛǢǪǨǮǝǥ ǭǡ üǫǪǞǧǚǹǝǮǝ Ǧǝǥ
ǡǫǳǮǚǭǡǥǬ üǪǯ ǠǡǨ ǝüǝǥǮǪǷǨ Ǯǣ Ǳǫǚǭǣ ǮǪǯǬs

y| t zx



ǉǡǧǧǪǨǮǥǦǘ ǏǱǙǠǥǝ
ǍǥǪ ǦǘǮǳ ǠǛǨǪǨǮǝǥ ǥǭǮǪǭǡǧǛǠǡǬ Ǫǥ ǪüǪǛǡǬ üǡǫǥǙǱǪǯǨ üǝǫǝǠǡǛǟǹǝǮǝ ǝüǶ
üǧǝǮǰǶǫǹǡǬ üǪǯ ǱǫǣǭǥǹǪüǪǥǪǷǨǮǝǥ ǭǡ ǱǸǫǡǬ ǮǣǬ ǂǯǫǸüǣǬ Ǧǝǥ ǮǣǬ
ƿǹǡǫǥǦǚǬs
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y} t zx



ǉǡǧǧǪǨǮǥǦǘ ǏǱǙǠǥǝ

ǍǝǫǘǠǡǥǟǹǝ ǔǣǰǥǝǦǸǨ ǉǝǤǣǹǘǮǳǨ mǏǮƳ ǕǣǹǪǮǥǦǪǷ r ƶǧǟǡǞǫǝn
ǍǧǝǮǰǶǫǹǡǬ �©·±³· r �¶¥·´¥¦°©

y~ t zx



ǉǡǧǧǪǨǮǥǦǘ ǏǱǙǠǥǝ

zu t zx



ǉǡǧǧǪǨǮǥǦǘ ǏǱǙǠǥǝ

zv t zx



ǍǛǨǝǦǝǬ ǍǡǫǥǡǱǪǹǙǨǳǨ

v ƿǨǝǧǯǮǥǦǶ ǍǫǶǟǫǝǹǹǝ r ǇǷüǫǪǬ

w ƿǨǝǧǯǮǥǦǶ ǍǫǶǟǫǝǹǹǝ r ǇǷüǫǪǬ º· ǂǧǧǘǠǝ

x ǕǥǝǹǪǫǰǳǮǥǦǚ ƿǩǥǪǧǶǟǣǭǣ

y ǐǡǱǨǪǧǪǟǛǝ

z ǂǫǳǮǚǭǡǥǬ

zw t zx



ǂǫǳǮǚǭǡǥǬ

ǂǯǱǝǫǥǭǮǸ ǟǥǝ ǮǣǨ üǫǪǭǪǱǚ ǭǝǬf

zx t zx


